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はじめに

この講演の内容は主に
愛媛大学の尾國新一さんとの共同研究に基づきます．
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Novikov予想

§ M： n次元多様体
§ LpMq “ tLkpp1, . . . , pkqu P

À

kPN H4kpM;Qq：L-類．
§ L1 “ 1

3p1, L2 “ 1
45 p7p2´p21q, L3 “ 1

945 p62p3´13p2p1`2p31q, . . .

§ G :“ π1pMq： 基本群
§ BG：G の分類空間．(i.e. π1pBGq “ G , πi pBG q “ t0u @i ě 2)

§ φ : M Ñ BG：普遍被覆 M̃ Ñ M の分類写像
§ x P H‚pBG ;Qq.

予想 (Novikov予想)

次で定義される高次符号数はホモトピー不変量である．

xφ‚pxq Y LpMq, rMsy P Q.
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単連結の場合：Hirzebruch符号数定理
§ LpMq “ tLkpp1, . . . , pkqu P

À

kPN H4kpM;Qq：L-類．
§ π1pMq “ t0u： 単連結
§ この場合，高次符号数は xLpMq, rMsyのみ．
§ dimM “ 4nの場合を考える．
(dimM ı 0 mod 4なら xLpMq, rMsy = 0)

定義
次の非退化な二次形式の符号数を，sgnpMqと表す．

H2npM;Qq b H2npM;Qq Ñ Q : x b y ÞÑ xx Y y , rMsy

sgnpMqはホモトピー不変量．

定理 (Hirzebruch)

多様体の符号数は L-種数に等しい．

sgnpMq “ xLpMq, rMsy.
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高次符号数の書き換え

§ 高次符号数：各コホモロジー元 x P H‚pBG ;Qq毎に定まる．
§ キャップ積を用いて書き直すと

xφ‚pxq Y LpMq, rMsy “ xx , φ‚prMs X LpMqqy

§ x P H‚pBG ;Qqを全て動かした時の高次符号数の集合は，以
下のホモロジー元 (高次 L-類)で決定される．

LG pMq :“ φ‚prMs X LpMqq P H‚pBG ;Qq.

BGのホモロジーに住んでいる元LG pMqのホモトピー不変性
が問題
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高次符号数の書き換え: 有理 assembly写像

§ M: 多様体
§ G :“ π1pMq

命題
有理 assembly写像 AG が単射ñ G に対する Novikov予想が成立．

AG : H‚pBG ;Qq
P

// L‚pZG q b Q

P

LG pMq
� // AG pLG pMqq

証明.
AG pLG pMqqがホモトピー不変量であることが，手術理論の帰結
として知られている．
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assembly写像の単射性を示すための 3つの手法

§ 代数＋位相幾何学（代数的 K , L-理論，位相幾何学，ホモト
ピー論）

§ 解析的手法（C˚環，KK -理論）

§ 粗幾何学による手法（C˚環，K -理論，粗代数的位相幾何学）
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解析的手法 Baum-Connes, Kasparov, ¨ ¨ ¨

§ G：有限生成群，（簡単のため，ねじれ元を持たないと仮定
する）

§ C˚
r pG q：被約群 C˚環

予想 (Baum-Connes)

次の解析的 assembly写像は同型である．

ABC
G : K‚pBG q Ñ K‚pC˚

r pG qq.

命題
§ ABG

G b 1Q単射ñ G に対する Novikov予想が成立．
§ ABG

G b 1Q 単射ñ G に対する Gromov-Lawson予想が成立．
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Baum-Connes予想の現状 (のごく一部の紹介)

予想 (Baum-Connes)

次の解析的 assembly写像は同型である．

ABC
G : K‚pBG q Ñ K‚pC˚

r pG qq.

群 単射 同型
Zn ○ ○
従順群 ○ ○

a-T-menable ○ Higson-Kasparov

双曲群 ○ V.Lafforgue, Mineyev-Yu

SLp2,Zq ○ ○
SLp3,Zq ○ 絶望的
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代数的位相幾何学＋解析 (Roe, Higson, Yu,¨ ¨ ¨ )

§ Y：固有な距離空間（すわなち有界閉集合はコンパクト）．
§ KX‚pY q：Y の粗 K -ホモロジー
§ C˚pY q：Y の Roe代数と呼ばれる C˚環．

予想 (粗 Baum-Connes予想)

次の粗 assembly写像は同型である．

µY : KX‚pY q Ñ K‚pC˚pY qq.

命題
有限生成群 G を考える．BG を実現する有限単体複体が存在する
と仮定．Y “ pG ,語距離 qとする．

§ µG が同型ñ G に対する Novikov予想が成立．
§ µG b 1Q が単射ñ G に対する Gromov-Lawson予想が成立．
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粗幾何学の利点

粗 assembly写像 µY : KX‚pY q Ñ K‚pC˚pY qq.

§ KX‚p´q, K‚pC˚p´qq：粗ホモロジー論
§ Mayer-Vietorisの原理：Y “ A Y B と分解する．
µA, µB , µAXB が同型ñ µY も同型．

§ Rn “ Rn´1 ˆ p´8, 0s Y Rn´1 ˆ r0,8q.

注意 粗ホモロジー論 » 一点コンパクト化の被約ホモロジー
i.e. Y ˆ r0,8qの粗ホモロジーは消える．

§ 粗ホモトピーで変形しても不変．
§ Rn と Hn は粗同型ではないが，粗ホモトピー同値である．
µRn 同型ñ µHn も同型．
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定理 (Higson-Roe, Willet)

測地的 Gromov双曲空間に対して粗 Baum-Connes予想が成立
する．

定理 (Higson-Roe, Willet, O-F)

CAT(0)-空間（より一般に Busemannの意味で非正曲率空間）に
対し，粗 Baum-Connes予想が成立する．

定理 (Yu)

固有距離空間 Y が Hilbert空間へ粗埋め込み可能ñ Y に対して
粗 Baum-Connes予想が成立する．
注意

§ Gromov双曲空間が有界幾何学を持たない場合，Hilbert空間へ埋め込める
か分かっていない．

§ 一般に CAT(0)-群が Hilbert空間に埋め込めるかどうかは分かっていない．

13 / 1



もくじ
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Gromov双曲空間
Y を測地的距離空間とする．δ ě 0を固定する.

定義
任意の測地三角形が δ-細い，すなわち，任意の三点 a, b, c P Y に
対し，辺 abが和集合 bc Y caの δ-近傍に含まれる時，Y は δ-双曲
的であるという．

Tree is 0-hyperbolicδ-thin triangle
a

b cδ
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双曲群
定義
測地的距離空間 Y が（Gromov）双曲的ô Dδ, Y は δ-双曲的．

定義
G：有限生成群

G が双曲群 def
ðùñ G の Cayleyグラフが Gromov双曲的

ðùñ G がある Gromov双曲空間 Y に等長かつ

固有，ココンパクトに作用する

例
§ 自由群 F2 “ xa, by

§ 種数 2以上の閉 Riemann面の基本群
§ 双曲空間Hnの一様（ココンパクト）格子 Λ
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相対双曲群の例：Hnの非一様格子

§ G ă IsompHnq 非一様格子, pn ě 3q

§ M :“ Hn{G , 非コンパクト双曲多様体,

§ G – π1pMq, VolpMq ă 8, DiampMq “ 8,

§ M は有限個のカスプ C1, . . . ,Ck を持つ．
§ カスプのHn « M̃ Ñ M へ持ち上げの連結成分をホロボール
と呼ぶ．

§ 各 Ci に対して，対応するホロボールを一つづつ選び，C̃i と
名付ける．
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相対双曲群の例：Hnの非一様格子
§ G ă IsompHnq 非一様格子, pn ě 3q

§ G ą Stabps1q ě Zn´1

§ 双曲群は Z2を部分群として含まないñ G は双曲群ではない
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相対双曲群の例：Hnの非一様格子
§ G ă IsompHnq 非一様格子, pn ě 3q

§ G のケーリーグラフは，Hnz

´

Y1ďiďk
Ť

g gC̃i

¯

に粗同値
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組み合わせ論的ホロボール

定義
pP, dq距離空間とする．次で定まるグラフを P を底とする組み合
わせ論的ホロボールと呼び， HpPqで表す．

§ 頂点HpPqp0q “ P ˆ pN Y t0uq.

§ 辺HpPqp1qは次の二種類からなる．
1. 整数 l P N Y t0uと p, q P P s.t. 0 ă dpp, qq ď 2l ,
なる二点に対し pp, lq „ pq, lq: 水平辺

2. 整数 l P N Y t0uと点 p P P に対し
pp, lq „ pp, l ` 1q: 垂直辺

補題
HpPqは Gromov双曲的
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お約束ごと

§ G：有限生成群
§ P “ tP1, . . . ,Pku：G の部分群の有限族
（7Pi “ 8, rG : Pi s “ 8）

§ 以下を満たすように，G の元の列 g1, g2, . . . を選ぶ．
各 r “ 1, . . . , k, に対し，次の写像は全単射：

N Ñ G{Pr : a ÞÑ gak`rPr

§ 整数 i “ ak ` r P Nに対し piq :“ r と定める (i の k に寄る剰余)
§ 全てのコセットの集合

Ůk
r“1 G{Pr は次の写像で順序付けら

れる．
N Q i ÞÑ giPpiq.
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お約束ごと
§ S：G の生成系．
§ dS：S による G の語距離．

§ 各コセット giPpiqに dS を制限した距離 di を入れる．

§ HpgiPpiqq：pgiPpiq, di qを底とするホロボール．

§ HpgiPpiqqの 0階部分はケーリグラフ Γ “ CayleypG ,Sqに埋
め込める．

定義
全ての i P Nに対し，HpgiPpiqqを to Γ “ CayleypG ,Sqに貼り付
けた空間

X pG ,P, dG q “ Γ Y
ď

iPN
HpgiPpiqq.

を添加空間（augmented space)と呼び， X pG ,P, dG qで表す．
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お約束ごと

定義
全ての i P Nに対し，HpgiPpiqqを to Γ “ CayleypG ,Sqに貼り付
けた空間

X pG ,P, dG q “ Γ Y
ď

iPN
HpgiPpiqq.

を添加空間（augmented space)と呼び， X pG ,P, dG qで表す．

定義 (Groves-Manning)

G は Pに関して相対双曲的 ô X pG ,P, dG qが Gromov双曲的．
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先行結果

定理
G は Pに関して相対双曲的とする．

§ 任意の P P Pに対して asdimP ă 8なら，asdimG ă 8

(Osin).

§ 任意の P P Pが性質 Aを持つなら，G も性質 Aを持つ
(Ozawa).

§ 任意の P P Pが Hilbert空間に粗埋め込み可能なら，G も
Hilbert空間に粗埋め込み可能 (Dadarlat-Guentner).

Yuの結果により，これらの結論から，粗 Baum-Connes予想が
従う．
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定理 (O-F ’12)

§ G：有限生成群
§ P “ tP1, . . . ,Pku：無限指数をもつ，無限部分群の有限族
§ G は Pに関して相対双曲的

次の二つを仮定
§ 各 Pi に対して，有限単体複体で分類空間 BPi を実現できる．
§ 各 Pi に対して，粗 Baum-Connes予想が成り立つ．

このとき次の二つが成り立つ．
§ 有限単体複体で分類空間 BG を実現できる．
§ G に対して，粗 Baum-Connes予想が成り立つ．
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定理 (O-F ’15)

§ G：有限生成群，
§ P “ tP1, . . . ,Pku：無限指数をもつ，無限部分群の有限族，
§ G は Pに関して相対双曲的．さらに次の二つを仮定

§ 各 Pi に対して，有限単体複体で分類空間 BPi を実現できる．
§ 各 Pi は，Polycyclic群，CAT(0)-群，双曲群のいずれか．

§ H：Polycyclic群，
§ K：CAT(0)-群，
§ F：双曲群，

このとき直積群 G ˆ H ˆ K ˆ F に対し，粗 Baum-Connes予想が
成立する．
注意上述の条件を満たすような G ,H,K ,F はそれぞれ一つづつでなく，複数
（有限個）あっても，それ等の直積に対して同じ結論が成り立つ
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粗コンパクト化
X : 固有距離空間（i.e.有界閉集合はコンパクト）f : X Ñ C 連続
r ą 0に対し, Vr f : X Ñ R

Vr f pxq :“ supt|f pxq ´ f pyq| : y P X , dpx , yq ď ru

f :Higson 関数 定義
ðùùñ @r ą 0, Vr f は無限遠で消える．

ChpX q :“ tf : X Ñ C : f は有界，連続， Higsonu

ChpX q は 1を持つ可換 C˚-環. C0pX qをイデアルとして含む．
定義
Ȳ：Y のコンパクト化

Ȳが粗コンパクト化ô Ȳの連続関数の Y への制限は Higson関数
ô C pȲ q Q f ÞÑ f |Y P ChpY q.
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定義
Ȳ：Y のコンパクト化

Ȳが粗コンパクト化ô Ȳの連続関数の Y への制限は Higson関数
ô C pȲ q Q f ÞÑ f |Y P ChpY q.

Ȳ：Y の粗コンパクト化，BY :“ Ȳ zY .

Db : K‚pC˚pY qq Ñ K̃‚´1pW q

KX‚pY q

µpY q‚ &&

DTBY //

ö

K̃‚´1pBY q

K‚pC˚pY qq

Db

77

特に, TBY が単射なら ñ µpY q‚ も単射となる
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問題

いつ

KX‚pY q

– &&

– //

ö

K̃‚´1pBY q

K‚pC˚pY qq

–

77

となるか？
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粗コンパクト化の例
§ Rn ãÑ Dn : x ÞÑ x{p1 ` ∥x∥q

KXppRnq – KppC˚pRnqq – K̃p´1pSn´1q –

#

Z pp “ nq

0 pp ‰ 0q

§ Hn ãÑ Dn : Poincaré 球体モデル

KXppHnq – KppC˚pHnqq – K̃p´1pSn´1q –

#

Z pp “ nq

0 pp ‰ 0q

§ Y：測地的 Gromov双曲空間，BYGromov境界

KXppY q – KppC˚pY qq – K̃p´1pBY q

§ G：Polycyclic群, Dn P N, G ãÑ Dn

KXppRnq – KppC˚pRnqq – K̃p´1pSn´1q
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相対双曲群の境界（その 1）–Bowditch境界

§ G は P :“ tP1, . . . ,Pkuに関して相対双曲的な群とする．
§ G は添加空間 X pG ,P, dG qに固有不連続に作用する．
§ G の作用は添加空間 X pG ,P, dG qの Gromov境界

BX pG ,P, dG qに伸びる．
§ BX pG ,P, dG qを G の Bowditch境界と呼び，BpG ,Pqと表す．
（G と Pにしか依らない）

問題点
§ BpG ,Pqから Pに属する部分群の情報を復元できない．
§ 一般に TBpG ,Pq : KX˚pG q Ñ K̃˚´1pBpG ,Pqqは単射にならない
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相対双曲群の境界（その 2）–blown-up境界
設定

§ G は P :“ tP1, . . . ,Pkuに関して相対双曲的な群
§ BpG ,Pq :“ X pG ,P, dG qの Gromov境界.

§ si P BpG ,Pq：ホロボールHpgiPpiqqに対応する放物点．
§ P̄i : Pi の粗コンパクト化 p1 ď i ď kq.

§ BPi :“ P̄izPi .

構成のアイディア（詳細は予稿を参照）
§ BpG ,Pqから si を取り除き，giBPpiqを貼り付ける．

BpG ,Pq1 :“ BpG ,Pq

BpG ,Pqn`1 :“ BpG ,Pqnztsnu Y gnBPpnq.

BblG :“ lim
ÐÝ

BpG ,Pqn blown-up境界

§ G
bl
:“ G Y BblG：G の粗コンパクト化
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blown-up境界：具体例
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blown-up境界：具体例
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blown-up境界を用いた粗Kホモロジーの計算

定理
G ,Pを上の通りとし，各 Pi に対して，次の二つを仮定する．

§ 有限単体複体で分類空間 BPi を実現できると仮定する．
§ TBPi

: KX˚pPi q Ñ K̃˚´1pBPi q ：同型
このとき，TBG : KX˚pG q Ñ K̃˚´1pBblG q. は同型．

Corollary

上記に加えて，Pi に対して粗 Baum-Connes予想が成立すると仮
定する．この時，

b : K˚pC˚pG qq Ñ K̃˚´1pBblG q

は同型．
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具体的な計算
§ M：完備 Riemann多様体．非コンパクト，有限体積，

´α2 ă KM ă ´β2pα, β P Rq （i.e.カスプは有限個）.
§ n :“ dimM.
§ G :“ π1pMq.
§ P：G の M̃ への作用に関する（極大）放物部分群の共役類の
代表類の集合．

§ G は Pに関して相対双曲的である．
§ 各 Pi は，Sm´2を境界に持つような粗コンパクト化を持つ
（O-F’13）

§ BblG：G の blown-up境界

Corollary

KppC˚pG qq – KXppG q – K̃p´1pBG q –

"
ś

iPN Z pp “ m ´ 1q

0 pp “ mq
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境界とコホモロジー次元
定義

cdpG q :“ suptn :ある ZG -加群 Fに対して HnpG ;Fq ‰ 0u

ě maxtn : HnpG ;ZG q – Hn
c pEG ;Zq ‰ 0u

命題
DBG：有限単体複体ñ 上の式で等号成立．

定理 (Bestvina-Mess)

G：双曲群，ねじれ元なしñ dim BG “ cdpG q ´ 1.

§ Bestvina-Messの手法を応用して，Pに属する部分群がある技
術的な仮定を満たす時，相対双曲群 pG ,Pqと，blown-up境界
BblG に対して，dim BblG “ cdpG q ´ 1を示した．(F ’15)．
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Bowditch境界と blown-up境界の次元の比較：具体例

例
§ 自由積

§ Zn ˚ Zn は tZn,Znuに対して相対双曲的．
§ Bowditch境界 BpZn ˚ Zn, tZn,Znuqは Cantor集合
§ BZn “ Sn´1

§ BblpZn ˚ Znqは Cantor集合の中の可算無限個の点を Sn´1 で
blow-upしたもの．

§ dim BpZn ˚ Zn, tZn,Znuq “ 0 ă n ´ 1 “ dim BblpZn ˚ Znq

§ 負曲率多様体の基本群
§ M：完備 Riemann多様体．非コンパクト，有限体積，
n :“ dimM, ´α2 ă KM ă ´β2pα, β P Rq

§ G :“ π1pMq. P前述の通り．
§ Bowditch境界は Sn´1 に同相．
§ dim BpG ,Pq “ n ´ 1 ą n ´ 2 “ dim BblG .
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